


1. (a) 𝑛 − 𝑛𝑢𝑚ë𝑟 𝑡𝑒𝑘 ∶  𝑛2 = (2𝑘 + 1)2 = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 = 4𝑘(𝑘 + 1) + 1 = 8(
𝑘(𝑘+1)

2
) + 1  

(b)  𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3) + 1 = (𝑛(𝑛 + 3))((𝑛 + 1)(𝑛 + 2)) = (𝑛2 + 3𝑛)(𝑛2 + 3𝑛 + 2) + 1 = (𝑛2 + 3𝑛)2 +

2(𝑛2 + 3𝑛) + 1 = (𝑛2 + 3𝑛 + 1)2 − 𝑘𝑎𝑡𝑟𝑜𝑟 𝑖 𝑝𝑙𝑜𝑡ë 
 

2. Kur 𝑛 > 1  është tek kemi :  𝑛4 + 4𝑛 = (𝑛2)2 + (22)𝑛 = (𝑛2)2 + (2𝑛)2 = (𝑛2)2 + 2𝑛22𝑛 + (2𝑛)2 −

 2𝑛22𝑛 = (𝑛2 + 2𝑛)2 − 𝑛22𝑛+1 = (𝑛2 + 2𝑛)2 − (𝑛2
𝑛+1

2 )
2

= (𝑛2 + 2𝑛 − 𝑛2
𝑛+1

2 ) (𝑛2 + 2𝑛 + 𝑛2
𝑛+1

2 ) =

(𝑛2 + 2
𝑛−1

2 2
𝑛+1

2 − 𝑛2
𝑛+1

2 ) (𝑛2 + 2𝑛 + 𝑛2
𝑛+1

2 ) = (𝑛2 + (2
𝑛−1

2 − 𝑛)2
𝑛+1

2 ) (𝑛2 + 2𝑛 + 𝑛2
𝑛+1

2 ) 

𝑛 = 2𝑘 + 1 ⇒ 2
𝑛−1

2 − 𝑛 = 2𝑘 − (2𝑘 + 1) ≥ 1  për 𝑘 ≥ 3 . 

 Për 𝑘 = 1,2 vlen 𝑛2 + 2𝑛 − 𝑛2
𝑛+1

2 ≥ 2 kurse për 𝑘 ≥ 3 vlen 𝑛2 + (2
𝑛−1

2 − 𝑛)2
𝑛+1

2 > 𝑛2 ≥ 2. 

Kur 𝑛  është çift kemi :  𝑛4 + 4𝑛 = (2(
𝑛

2
))
4

+ 4
2(
𝑛

2
)
= 16 (

𝑛

2
)
4
+ (16)

𝑛

2 ∶ 16 

 

3. 𝑎 = 𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢5;       5𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 = 4𝑎  ⇒ 500000 + 𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 = 4(𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢0 + 5) ⇒ 500000 + 𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 = 40𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 + 20 ⇒

39𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 = 499980 ⇒ 𝑥𝑦𝑧𝑡𝑢 =
499980

39
= 12820 ⇒ 𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑧 = 8, 𝑡 = 2, 𝑢 = 0;  Numri i kërkuar 𝑎 

është i barabartë me  128205.  {512820 = 4 ⋅ 128205} 
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Nr.id Studenti\ja  K1 

1/20 Martina Bulakaj B1  - 
2/20 Almira Canoviq B1 7 
3/20 Jetmire Curoviq B1 5 
4/20 Nikoleta Dediq B1 5 
5/20 Sabina Dermaja B1 -  
6/20 Sihana Pelingu B1 5 
7/20 Almedina Rexha B1  - 
8/20 Rejhana Taipoviq B1  - 
9/20 Armina Gjokoviq B1 5 

10/20 Leonida Hoxhiq B1 6 
11/20 Nadire Sukaliq B1 -  
12/20 Ajeta Orahovac B1 4 
13/20 Edita Ljuljanoviq B1 8.5 
14/20 Beisa Haxhimuratoviq B1 9.5 
15/20 Amina Nikoviq B1 6 
3/19 Fahreta Ljuljanaj B2 0 
6/19 Mejreme Sukaliq B2 -  
7/19 Ajdina Kajoshaj B2 0 
4/18 Nehrudina Ficiq S2 -  
5/18 Hana Subrahimoviq S2 6.5 

14/18 Erzan Rexha S2 -  
3/17 Genta Shabanoviq S2 7 
8/17 Liridona Shabanoviq S2 5 
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Nr.id Studenti\ja  K1 

4/16 Elira Hoxha S2 -  
7/15 Elldina Beqoviq S2 -  

11/15 Gentiana Suliq S2 6 
3/14 Lindita Vulaj S2 -  

10/10 Emina Hakramaj S2 - 
6/09 Emina Lulanoviq S2 -  

11/09 Bekim Kajosheviq S2 - 

 

Toshiba
Pencil

Toshiba
Pencil

Toshiba
Typewriter
4.



Matematika 2 – java e nëntë.  

Seminaret. 

 

1. Vërtetoni që për çdo numër natyror 𝑛 janë të vërteta barazimet:  

a) 1 + 2 +⋯+ 𝑛 = 
𝑛(𝑛+1)
2
 , 

b) 1 + 3 +⋯+ (2𝑛 − 1) = 𝑛2, 

c) 1 + 4 +⋯+ (3𝑛 − 2) =  
𝑛(3𝑛−1)
2
 , 

d) 1 + 2 + 4 +⋯+ 2𝑛−1 = 2𝑛 − 1. 

2. Vërtetoni që për çdo numër natyror 𝑛 janë të vërteta barazimet:  

a) 12 + 22 +⋯+ 𝑛2 = 
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 , 

b) 12 + 32 +⋯+ (2𝑛 − 1)2 = 
𝑛(2𝑛−1)(2𝑛+1)

3
 , 

c) 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 =  (
𝑛(𝑛+1)
2

)
2
  , 

d) 1 ∙ 4 + 2 ∙ 7 +⋯+ 𝑛(3𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)2. 

3. Vërtetoni që për çdo numër natyror 𝑛 janë të vërteta barazimet:  

a) 
1

1∙2
+

1

2∙3
+⋯+

1

𝑛(𝑛+1)
=

𝑛
𝑛+1
 , 

b) 
1

1∙5
+

1

5∙9
+⋯+

1

(4𝑛−3)(4𝑛+1)
=

𝑛
4𝑛+1

 , 

c) 
1

3
+
2

32
+⋯+

𝑛

3𝑛
=
3

4
−
2𝑛+3

4∙3𝑛
  . 

4. Vërtetoni që numri 22
𝑛

 përfundon me shifrën 6 për çdo numër natyror 𝑛 ≥ 2 . 

5. Vërtetoni që për çdo numër natyror 𝑛 ≥ 4 janë të vërteta mosbarazimet:  

a) 2𝑛 ≥ 1 + 𝑛 , 
b) 3𝑛 ≥ 1 + 2𝑛 , 
c) 5𝑛 ≥ 1 + 4𝑛 , 

d) 4𝑛 ≥ 𝑛4. 

6. Vërtetoni që për çdo numër natyror 𝑛 ≥ 2 vlen mosbarazimi: 
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
>
13
24
 . 

7. Le të jetë 𝑎0 = 2, 𝑎1 = 3 dhe për çdo 𝑛 ∈ ℕ vlen 𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛 − 2𝑎𝑛−1. Vërtetoni që për çdo 𝑛 ∈ ℕ0 vlen 

𝑎𝑛 = 2
𝑛 + 1. 

 

8. Me çfarë është e barabartë shuma 2 + 22 +⋯+ 22⋯2⏟  
𝑛

? 

 

Zgjidhjet: Të gjitha ushtrimet e parashikuara për këtë njësi mësimore do ti zgjidhim me metodën e induksionit 

matematik. Pra, principi i induksionit matematik është: 𝐸 ⊂ ℕ;  1 ∈ 𝐸 dhe  𝑛 ∈ 𝐸 ⇒ 𝑛 + 1 ∈ 𝐸  atëherë 𝐸 = ℕ. Në 

raste të veçanta do të përdorim edhe metoda jostandarte të induksionit matematik në varësi të situatave konkrete. 

 



 

1.  

a) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 + 2 +⋯+ 𝑛 = 
𝑛(𝑛+1)
2
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 =  

1·(1+1)
2

 që është e saktë. 

Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  1 + 2 +⋯+ 𝑛 = 
𝑛(𝑛+1)
2

. Nga këtu rrjedh {duke shtuar tek 

dy anët e barazimit 𝑛 + 1}:  1 + 2 +⋯+ 𝑛 + (𝑛 + 1) =  
𝑛(𝑛+1)
2

 +(𝑛 + 1) = (𝑛 + 1) (𝑛
2
+ 1) =

(𝑛+1)(𝑛+2)
2

=
(𝑛+1)((𝑛+1)+1)

2
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik 

kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

b) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 + 3 +⋯+ (2𝑛 − 1) = 𝑛2}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 =  12 që është e saktë. 

Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  1 + 3 +⋯+ (2𝑛 − 1) = 𝑛2. Nga këtu rrjedh {duke shtuar 

tek dy anët e barazimit 2(𝑛 + 1) − 1}:  1 + 3 +⋯+ (2𝑛 − 1) + (2(𝑛 + 1) − 1) = 𝑛2 + 2(𝑛 + 1) − 1 =
𝑛2 + 2𝑛 + 1 = (𝑛 + 1)2. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 

𝐸 = ℕ. 
 

c) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 + 4 +⋯+ (3𝑛 − 2) =  
𝑛(3𝑛−1)
2
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 =  

1(3∙1−1)
2

 që është e 

saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  1 + 4 +⋯+ (3𝑛 − 2) =  
𝑛(3𝑛−1)
2

. Nga këtu rrjedh 

{duke shtuar tek dy anët e barazimit 3(𝑛 + 1) − 2}:  1 + 4 +⋯+ (3𝑛 − 2) + (3(𝑛 + 1) − 2) = 
𝑛(3𝑛−1)

2
+ 3(𝑛 + 1) − 2 =

𝑛(3𝑛−1)

2
+ 3𝑛 + 1 =

3𝑛2−𝑛+6𝑛+2

2
=
3𝑛2+5𝑛+2

2
=
(𝑛+1)(3𝑛+2)

2
=

(𝑛+1)(3(𝑛+1)−1)

2
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

d) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 + 2 + 4 +⋯+ 2𝑛−1 = 2𝑛 − 1}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 =  21 − 1 që është e 

saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  1 + 2 + 4 +⋯+ 2𝑛−1 = 2𝑛 − 1. Nga këtu rrjedh 

{duke shtuar tek dy anët e barazimit 2𝑛}:  1 + 2 + 4 +⋯+ 2𝑛−1 + 2𝑛 = 2𝑛 − 1 + 2𝑛 = 2 ∙ 2𝑛 − 1 =
2𝑛+1 − 1. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

 

2.  

a) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 12 + 22 +⋯+ 𝑛2 = 
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 12 = 

1∙(1+1)(2∙1+1)
6

 

që është e saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  12 + 22 +⋯+ 𝑛2 = 
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
. Nga 

këtu rrjedh {duke shtuar tek dy anët e barazimit (𝑛 + 1)2}: 12 + 22 +⋯+ 𝑛2 + (𝑛 + 1)2 =

 
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
+ (𝑛 + 1)2 = (𝑛 + 1) (

𝑛(2𝑛+1)
6

+ 𝑛 + 1) = (𝑛 + 1) (
2𝑛2+𝑛+6𝑛+6

6
) = (𝑛 + 1) (

2𝑛2+7𝑛+6
6

)  

= (𝑛 + 1) (
(𝑛+2)(2𝑛+3)

6
) =

(𝑛+1)((𝑛+1)+1)(2(𝑛+1)+1)

6
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të 

principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

b) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 12 + 32 +⋯+ (2𝑛 − 1)2 = 
𝑛(2𝑛−1)(2𝑛+1)

3
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 12 =

 
1∙(2∙1−1)(2∙1+1)

3
 që është e saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  12 + 32 +⋯+



(2𝑛 − 1)2 = 
𝑛(2𝑛−1)(2𝑛+1)

3
. Nga këtu rrjedh {duke shtuar tek dy anët e barazimit (2𝑛 + 1)2}: 12 + 32 +

⋯+ (2𝑛 − 1)2 + (2𝑛 + 1)2 = 
𝑛(2𝑛−1)(2𝑛+1)

3
+ (2𝑛 + 1)2 = (2𝑛 + 1) (

𝑛(2𝑛−1)
3

+ 2𝑛 + 1) =

(2𝑛 + 1) (
2𝑛2−𝑛+6𝑛+3

3
) = (2𝑛 + 1) (

2𝑛2+5𝑛+3
3

)  = (2𝑛 + 1) (
(𝑛+1)(2𝑛+3)

3
) =

(𝑛+1)(2(𝑛+1)−1)(2(𝑛+1)+1)

3
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi 

që 𝐸 = ℕ. 
 

 

c) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 = (
𝑛(𝑛+1)
2

)
2
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 13 = (

1·(1+1)
2

)
2
 që është 

e saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  13 + 23 +⋯+ 𝑛3 = (
𝑛(𝑛+1)
2

)
2
. Nga këtu rrjedh 

{duke shtuar tek dy anët e barazimit (𝑛 + 1)3}: 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 + (𝑛 + 1)3 = (
𝑛(𝑛+1)
2

)
2
+ (𝑛 + 1)3 =

(𝑛 + 1)2 (
𝑛2

4
+ 𝑛 + 1) = (𝑛 + 1)2 (

𝑛2+4𝑛+4
4

) = (𝑛 + 1)2 (
𝑛+2
2
)
2

= (
(𝑛+1)((𝑛+1)+1)

2
)
2
. Vërtetuam që 

𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

 

d) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 ∙ 4 + 2 ∙ 7 +⋯+ 𝑛(3𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)2}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 ∙ 4 =

 1 ∙ (1 + 1)2 që është e saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  1 ∙ 4 + 2 ∙ 7 +⋯+

𝑛(3𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)2. Nga këtu rrjedh {duke shtuar tek dy anët e barazimit (𝑛 + 1)(3(𝑛 + 1) + 1)}:  1 ∙

4 + 2 ∙ 7 +⋯+ 𝑛(3𝑛 + 1) + (𝑛 + 1)(3(𝑛 + 1) + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)2 + (𝑛 + 1)(3(𝑛 + 1) + 1) =        

(𝑛 + 1)(𝑛(𝑛 + 1) + 3𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛2 + 4𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)2 = (𝑛 + 1)((𝑛 + 1) + 1)
2
. 

Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

 

3.  

a) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 
1

1∙2
+

1

2∙3
+⋯+

1

𝑛(𝑛+1)
=

𝑛
𝑛+1
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 

1

1∙2
=  

1

1+1
 që është e saktë. 

Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar   
1

1∙2
+

1

2∙3
+⋯+

1

𝑛(𝑛+1)
=

𝑛
𝑛+1

. Nga këtu rrjedh {duke shtuar 

tek dy anët e barazimit 
1

(𝑛+1)(𝑛+2)
}:
1

1∙2
+

1

2∙3
+⋯+

1

𝑛(𝑛+1)
+

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
=

𝑛
𝑛+1
+ 1

(𝑛+1)(𝑛+2)
=

1
𝑛+1

(𝑛 +
1
𝑛+2

) =
𝑛2+2𝑛+1
(𝑛+1)(𝑛+2)

=
(𝑛+1)2

(𝑛+1)(𝑛+2)
=
𝑛+1
𝑛+2
 = 𝑛+1
(𝑛+1)+1

. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të 

principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

 

b) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 
1

1∙5
+

1

5∙9
+⋯+

1

(4𝑛−3)(4𝑛+1)
=

𝑛
4𝑛+1

}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 
1

1∙5
= 

1
4∙1+1

 që është e 

saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar  
1

1∙5
+

1

5∙9
+⋯+

1

(4𝑛−3)(4𝑛+1)
=

𝑛
4𝑛+1

. Nga këtu rrjedh 

{duke shtuar tek dy anët e barazimit 
1

(4(𝑛+1)−3)(4(𝑛+1)+1)
}:  

1

1∙5
+

1

5∙9
+⋯+

1

(4𝑛−3)(4𝑛+1)
+



1

(4(𝑛+1)−3)(4(𝑛+1)+1)
=

𝑛
4𝑛+1

+ 1

(4(𝑛+1)−3)(4(𝑛+1)+1)
=

1
4𝑛+1

∙ (𝑛 + 1
4𝑛+5

)= 4𝑛2+5𝑛+1
(4𝑛+1)(4𝑛+5)

=
(𝑛+1)(4𝑛+1)
(4𝑛+1)(4𝑛+5)

= 𝑛+1
4𝑛+5

= 𝑛+1
4(𝑛+1)+1

.  Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit 

matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

c) Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 
1

3
+
2

32
+⋯+

𝑛

3𝑛
=
3

4
−
2𝑛+3

4∙3𝑛
}. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 

1

3
=  
3

4
−
2∙1+3

4∙31
 që është e 

saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar   
1

3
+
2

32
+⋯+

𝑛

3𝑛
=
3

4
−
2𝑛+3

4∙3𝑛
. Nga këtu rrjedh {duke 

shtuar tek dy anët e barazimit 
𝑛+1

3𝑛+1
}: 
1

3
+
2

32
+⋯+

𝑛

3𝑛
+
𝑛+1

3𝑛+1
=
3

4
−
2𝑛+3

4∙3𝑛
+ 𝑛+1

3𝑛+1
=
3𝑛+1−2𝑛+3

4∙3𝑛
+ 𝑛+1

3𝑛+1
 =

3𝑛+2−6𝑛−9+4𝑛+4

4∙3𝑛+1
= 3𝑛+2−2𝑛−2−3

4∙3𝑛+1
= 3
4
−
2(𝑛+1)+3

4∙3𝑛+1
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të 

induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ. 

 

4. Në këtë rast do të përdorim principin e induksionit matematik në bashkësinë ℕ ∖ {1}.  Shënojmë 𝐸 =

{𝑛 ∈ ℕ | 22
𝑛
= 10𝑝𝑛 + 6, 𝑝𝑛 ∈ ℕ {pra 2

2𝑛  përfundon me shifrën 6} }. 2 ∈ 𝐸 do të thotë 22
2
= 16 

përfundon me 6, që është e saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar 22
𝑛
= 10𝑝𝑛 + 6,

për ndonjë 𝑝𝑛 ∈ ℕ.  Nga këtu rrjedh që 22
𝑛+1
= 22∙2

𝑛
= (22

𝑛
)
2
= (10𝑝𝑛 + 6)

2 = 100𝑝𝑛
2 + 120𝑝𝑛 + 36 =

10(10𝑝𝑛
2 + 12𝑝𝑛 + 3) + 6 = 10𝑝𝑛+1 + 6, ku 𝑝𝑛+1 = 10𝑝𝑛

2 + 12𝑝𝑛 + 3 ∈ ℕ. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në 

bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ ∖ {1}. 

 

5. Në këtë rast do të përdorim principin e induksionit matematik në bashkësinë ℕ ∖ {1,2,3}. Shënojmë 𝐸 =

{𝑛 ∈ ℕ | janë të sakta relacionet e pikave 𝑎), 𝑏), 𝑐) 𝑑ℎ𝑒 𝑑)}. Lehtë provohet se 4 ∈ 𝐸 për secilin rast. 

Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸 . Kemi: 

 

2𝑛+1 = 2 ∙ 2𝑛 ≥ 2(1 + 𝑛) = 1 + (𝑛 + 1) + 𝑛 > 1 + (𝑛 + 1) ⇒ 𝑛 + 1 ∈ 𝐸.  

 

3𝑛+1 = 3 ∙ 3𝑛 ≥ 3(1 + 2𝑛) = 1 + 2(𝑛 + 1) + 2 + 4𝑛 > 1 + 2(𝑛 + 1) ⇒ 𝑛 + 1 ∈ 𝐸 

 

5𝑛+1 = 5 ∙ 5𝑛 ≥ 5(1 + 4𝑛) = 1 + 4(𝑛 + 1) + 1 + 16𝑛 > 1 + 4(𝑛 + 1) ⇒ 𝑛 + 1 ∈ 𝐸 

 

4𝑛+1 = 4 ∙ 4𝑛 ≥ 4𝑛4 = 𝑛4 + 3𝑛4 ≥ 𝑛4 + 4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛 + 1 = (𝑛 + 1)4 ⇒ 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Këtu kemi shfrytëzuar 

mosbarazimin 3𝑛4 ≥ 4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛 + 1 i cili vlen për çdo numër natyror 𝑛 ≥ 4. Ky mosbarazim është i 

sakte për 𝑛 ≥ 4 sepse vlejnë mosbarazimet evidente 𝑛4 ≥ 4𝑛3, 𝑛4 ≥ 6𝑛2 dhe 𝑛4 ≥ 4𝑛 + 1. Duke i 

mbledhur anë për anë këto mosbarazime arrijmë tek mosbarazimi 3𝑛4 ≥ 4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛 + 1 për 𝑛 ≥ 4. 

 

Për secilin rast vërtetuam që n+1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ ∖ {1,2,3}. 

 

 

6. Edhe në këtë rast do të përdorim principin e induksionit matematik në bashkësinë ℕ ∖ {1}. Shënojmë 𝐸 =

{𝑛 ∈ ℕ | 
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
>
13
24
 }. 2 ∈ 𝐸 do të thotë 

1

2+1
+

1

2+2
>
13
24
 , që është e saktë. Supozojmë tani që 

𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar 
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
>
13
24
.  Nga këtu rrjedh që 

1

(𝑛+1)+1
+

1

(𝑛+1)+2
+⋯+

1

2(𝑛+1)
=

(
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
) +

1

2𝑛+1
+

1

2𝑛+2
−

1

𝑛+1
>
13
24
+

1

2𝑛+1
+

1

2𝑛+2
−

1

𝑛+1
=
13
24
+ 1

2𝑛+1
−

1

2𝑛+2
=
13
24
+

Toshiba
Pencil

Toshiba
Pencil



1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)
>
13
24
.                                                                     

Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Në bazë të principit të induksionit matematik kemi që 𝐸 = ℕ ∖ {1}. 

 

 

7. Në këtë rast do të përdorim një formë jostandarte të principit të induksionit matematik. 𝐸 ⊂ ℕ0, 0,1 ∈ 𝐸 dhe 

𝑛 − 1, 𝑛 ∈ 𝐸 𝑝ë𝑟 𝑛 ∈ ℕ implikojnë që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸, atëherë 𝐸 = 𝑁0. Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ0 | 𝑎𝑛 = 2
𝑛 + 1 }.  

0,1 ∈ 𝐸 do të thotë që 𝑎0 = 2
0 + 1 = 1 + 1 = 2, 𝑎1 = 2

1 + 1 = 2 + 1 = 3 që është e saktë. 

Supozojmë që 𝑛 − 1, 𝑛 ∈ 𝐸 për 𝑛 ∈ ℕ. Pra, 𝑎𝑛−1 = 2
𝑛−1 + 1 dhe 𝑎𝑛 = 2

𝑛 + 1. Nga këtu kemi që: 

𝑎𝑛+1 = 3𝑎𝑛 − 2𝑎𝑛−1 = 3 ∙ (2
𝑛 + 1) − 2 ∙ (2𝑛−1 + 1) = 3 ∙ 2𝑛 − 2𝑛 + 1 = 2 ∙ 2𝑛 + 1 = 2𝑛+1 + 1.   

Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Nga principi i induksionit matematik kemi 𝐸 = 𝑁0. 

 

8. Do të shfrytëzojmë barazimet 22⋯2⏟  
𝑛

= 2 ∙ 11⋯1⏟  
𝑛

= 2 ∙  
99⋯9⏟  
𝑛

9
= 2 ∙

10𝑛−1

9
. Tani kemi: 

 

  2 + 22 +⋯+ 22⋯2⏟  
𝑛

= 2 ∙ (
101−1

9 +⋯+
10𝑛−1

9 )= 2
9
∙ (101 +⋯+ 10𝑛 − 𝑛)= 2

9
∙ (1 + 101 +⋯+ 10𝑛 −

(𝑛 + 1)) =
2
9
∙ (10

𝑛+1−1

9 − (𝑛 + 1)) =
2
81
∙ (10𝑛+1 − 9𝑛 − 10). 

Kemi shfrytëzuar barazimin 1 + 101 +⋯+ 10𝑛 = 
10𝑛+1−1

9
 i cili vlen për çdo 𝑛 ∈ ℕ. Ky barazim vërtetohet me 

metodën e induksionit matematik.   

Shënojmë 𝐸 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 + 101 +⋯+ 10𝑛 = 
10𝑛+1−1

9
 }. 1 ∈ 𝐸 do të thotë 1 + 101 =

101+1−1

9
 që është e 

saktë. Supozojmë tani që 𝑛 ∈ 𝐸. Pra kemi supozuar 1 + 101 +⋯+ 10𝑛 = 
10𝑛+1−1

9
. Nga këtu kemi 1 + 101 +

⋯+ 10𝑛 + 10𝑛+1 =
10𝑛+1−1

9
+ 10𝑛+1 =

10·10𝑛+1−1

9
=
10(𝑛+1)+1−1

9
. Vërtetuam që 𝑛 + 1 ∈ 𝐸. Nga principi i 

induksionit matematik kemi 𝐸 = ℕ. 


