


1. (@) n—numértek: n>=QRk+1)?>=4k*+4k+1=4k(k+1)+1=38 (k(k;l)) +1

(b) n(n+D(n+2)(n+3)+1=(nn+3))(n+ 1D +2))=n*+3n)n?+3n+2)+1=(1n*+3n)?+
2(n®+3n) +1 = (n?+3n+ 1)? — katror i ploté

2. Kur n>1 éshtétekkemi: n*+4" = 1n?)?2+ (29" = n?)? + (2")? = (n?)? + 2n22" + (2")? —
n+1y 2 n+1 n+1
2022 = (n? + 2M)2 — n22™ = (n2 4 2M)2 — (nZT) = (nz +2n— nZT) (nz +2" + nZT) =
n-1 n+1 n+1 n+1 n—-1 n+1 n+1
(n?+2222 —n22 )(n2+20+n22 )=(n?+ (@22 -m2 2 )(n?+2"+n2 2 )

n—1

n=2k+1=222 —n=2k-Qk+1)>1 pér k>3.

n+1 n-—1 n+1

Pér k = 1,2 vlen n? +2" —n2z > 2 kurse pér k > 3 vlen n2+(27—n)2 2 >n?>2.

n

4 n n
Kur n &shté cift kemi: n*+ 4" = (2 (5)> +423) = 16 (2)4 +(16)z : 16

4. a=xyztu5; 5Sxyztu =4a = 500000 + xyztu = 4(xyztu0 + 5) = 500000 + xyztu = 40xyztu + 20 =
39xyztu = 499980 = xyztu = 220 = 12820 > x = 1,y = 2,z = 8,¢t = 2,u = 0; Numriikérkuar a
éshté i barabarté me 128205. {512820 =4 - 128205}
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Nr.id Studenti\ja K1
1/20 Martina Bulakaj B1 -
2/20 Almira Canoviq B1 7
3/20 Jetmire Curoviq B1 5
4/20 Nikoleta Dediq B1 5
5/20 Sabina Dermaja B1 -
6/20 Sihana Pelingu B1 5
7/20 Almedina Rexha B1 -
8/20 Rejhana Taipoviq B1
9/20 Armina Gjokoviq B1 5
10/20 Leonida Hoxhiq B1 6
11/20 Nadire Sukaliq B1 -
12/20 Ajeta Orahovac B1 4
13/20 Edita Ljuljanoviq B1 8.5
14/20 Beisa Haxhimuratoviq B1 9.5
15/20 Amina Nikoviq B1 6
3/19 Fahreta Ljuljanaj B2 0
6/19 Mejreme Sukaliq B2 -
7/19 Ajdina Kajoshaj B2 0
4/18 Nehrudina Ficiq S2 -
5/18 Hana Subrahimoviq S2 6.5
14/18 Erzan Rexha S2 -
3/17 Genta Shabanoviq S2 7
8/17 Liridona Shabanoviq S2 5
22
Nr.id Studenti\ja K1
4/16 Elira Hoxha S2 -
7/15 Elldina Beqoviq S2 -
11/15 Gentiana Suliq S2 6
3/14 Lindita Vulaj S2 -
10/10 Emina Hakramaj S2 -
6/09 Emina Lulanoviq S2 -
11/09 Bekim Kajosheviq S2 -
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Matematika 2 - java e nénté.

Seminaret.

1. Veértetoni qé pér ¢do numér natyror n jané té vérteta barazimet:

a) 1+2+-+n= "0,

b) 1434+ (2n—1) =n?

0 1+4+-+@n-2) =200,
d 1+2+4+-+2"1=2"0—-1,

2. Vértetoni qé pér ¢do numér natyror n jané té vérteta barazimet:

nn+1)(2n+1)
6 )
n(2n-1)(2n+1)

3

a) 12422+ 4n%=

b) 12+3%2+ .-+ (2n—-1)?=

)

2
3 3 . 3 _ n(n+1)
c) 1°+2°+--4+n°>= ( > ) ,

d 1:442:-7+-+n@Bn+1) =nn+ 12
3. Veértetoni qé pér ¢cdo numér natyror n jané té vérteta barazimet:

n
1 2 n(n+1) n+1 ’

1 n

b) _+ + +(4n—3)(4n+1)_4n+1'
1. 2 n 3 2n+3

c) §+3—z+"'+3—n—z—4-—3n

4. Vértetoni qé numri 22" pérfundon me shifrén 6 pér ¢do numér natyror n > 2.
5. Veértetoni qé pér ¢do numér natyror n > 4 jané té vérteta mosbarazimet:

a) 2">1+n,
b) 3">1+2n,
c) 5">1+14n,
d) 4" >n*

1 13

6. Veértetoni qé pér ¢do numér natyror n = 2 vlen mosbarazimi: — + m +- + — > 5%

7. letéjeté ay=2,a4 =3 dhepérgdo n €N vlen a,,; = 3a, — 2a,,_;. Vértetoni gé pér¢do n € N; vlen
=2"+1.
n

8. Me ¢faré éshté e barabarté shuma 2 4+ 22+ -4+ 22---2?

n

Zgjidhjet: Té gjitha ushtrimet e parashikuara pér kété njési mésimore do ti zgjidhim me metodén e induksionit
matematik. Pra, principi i induksionit matematik éshté: E c N; 1€ Edhe n€ E >n+ 1€ E atéheré E = N. Né
raste té vecanta do té pérdorim edhe metoda jostandarte té induksionit matematik né varési té situatave konkrete.



b)

Shénojmé E={neN|1+4+2+ --+n= n(n2+1)}. 1 €E dotéthoté 1= 1'(12+1) gé éshté e sakté.
Supozojmé taniqé n € E. Pra kemisupozuar 1+ 24 --4+n= n(n2+1). Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek

nn+1)
2

. Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik

dy anét e barazimit n+1}: 1+2+--+n+n+1) =

n+1)n+2) _ (n+1)((n+1)+1)
2 a 2
kemigé E = N.

+n+ 1) =m+1)(F+1)=

Shénojmé E={n€N|1+4+3+--+(2n—1)=n%}. 1€E dotéthoté 1= 12 qé éshté e sakté.
Supozojmé taniqé n € E. Pra kemi supozuar 1+ 3 + -+ (2n — 1) = n?. Nga kétu rrjedh {duke shtuar
tek dy anét e barazimit 2(n+1)—1}: 1+3+- -+ Cn-1D)+QCn+1) -1 = n?+2n+1)—-1=
n?+2n+1 = (n+ 1)2. Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi qé
E =N.

1(3-1-1)
2

. Nga kétu rrjedh

Shénojmé E={n€N|1+4++@n-2)="2"U} 1€F dotsthote 1=
ni3n—1)
2
{duke shtuar tek dy anét e barazimit 3(n+1) -2} 1+4+ -+ Bn-2)+Bn+1)-2)=

n(3n-1 n(3n-1 3n?2-n+6n+2 3n%+5n+2 n+1)(3n+2
(—)+3(n+1)—2:¥+3n+1= > = ” _ ¢ ); ) _

(n+1)(3(n+1)-1)
2

gé éshté e

sakté. Supozojmé taniqgé n € E. Pra kemisupozuar 1+4+ -+ Bn—2) =

. Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

Shénojmé E={n€N|14+2+4+-+2"1=2"—-1}. 1€E dotéthoté 1= 2'—1 qgééshtée
sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemisupozuar 1+ 2+ 4+ ---+ 2"t = 2™ — 1, Nga kétu rrjedh
{duke shtuar tek dy anét e barazimit 2"}: 1+ 24+ 4+ -+ 271 42" =2" -1 42" = 2.2 -1 =

21 — 1, Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi qé E = N.

Shénojmé E={n€eN|12+22 + - +n? = %@”H)}. 1€E dotéthoté 12 = %(21“)

nn+1)(2n+1)

qé éshté e sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 12 + 22 + .-+ n? = z

kétu rriedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (n + 1)?}: 12 +22+ -+ n?2+ (n+1)% =

2 2
n(n+1)6(2n+1) +(n+ 1)2 = (n+1) (n(276l+1) I 1) —(n+1) <2n +ng—6n+6) —(n+1) (Zn +67n+6)

+2)(2n+3) n+1)((n+1)+1)2Mn+1)+1)
:(n+1)((n )6n ): ( 6)

principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

Nga

. Vértetuam gé n+ 1 € E. Né bazé té

n(2n—1)(2n+1)
3

qé éshté e sakté. Supozojmé taniqé n € E. Pra kemi supozuar 12 + 32 + --- +

Shénojmé E={neN|12+32+--+ (2n—-1)% =

1-2-1-1)(2:1+1)
3

}. 1€E dotéthotée 12 =




c)

2n—1)? = n(2n—1;(2n+1)

. Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (2n + 1)?}: 12 + 32 +

r2n-1)2+QCn+1)?= w+(2n+1)2=(2n+1)("@" Do +1)=

‘= 2 +1)(2n+3
(2n+1)(W) - 2n +1)( n +5n+3) = (n+ 1) ((n ); n )) _
(n+1)(2(n+1)-1)(2(n+1)+1)

3

. Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi

gé E=N.

Shénojmé E={neN|13+23 +..+n3 =

(n(n+1) (1-(1+1) 2

) }. 1€E dotéthots 13 = 5 ) qé éshté

(n(n+1)
2
2

nmn+1)
( 5 ) +(n+1)3 =

2 2 2
(n+1)? (% +n+ 1) =(n+1)> (#) = (n+ 1)? (n+2) ((n+1)((;1+1)+1)) . Vértetuam qé

n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

e sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 13 +23 + .-+ n3 = ) . Nga kétu rrjedh

{duke shtuar tek dy anét e barazimit (n+ 1)3}:13+23+ - +n3+ (n+1)3 =

Shénojmé E={neN|1:-44+2-7+--+n(Bn+1) =n(n+1)2}. 1€E dotéthoté 1-4 =
1-(1+1)? qgééshté e sakté. Supozojmé taniqé n € E. Prakemisupozuar 1:4+2-7 + -+

n(3n + 1) = n(n + 1)2. Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (n + )(3(n +1) + 1)}: 1-
442 7+4+nBn+1D)+m+1DBCN+D+D=n(n+1)?+n+1DCBN+1)+1) =
m+Dmr+1D+3n+4)=n+DR*+4n+4) =n+1)n+2)?’=mw+D((n+1)+ 1)2.
Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

Shénojmé E ={n e N | 11—2+% + n(nl+1) n+1} 1 € E do té thoté % = i gé éshté e sakté.
Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar E + 2—_3 + -+ n(n1+1) n+1 Nga kétu rrjedh {duke shtuar
tek dy anét e barazimit m}:% + % + ot n(n1+1) (n+1)1(n+2) = n-T|l-1 (n+1)1(n+2) =

rHl—l (n + n}—Z) - (:42—1_)2(7711—:—12) - (niﬁ?(lrziZ) - Zi% - (ni—;)1+1' Vértetuam & n + 1 € E. N& bazé t&

principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

1

i 1 1 _n .. . 11 R
Shénojmé E ={n e N | 1f5+5+---+ _4n+1}' 1 € E do té thoté = ¥ gé éshté e

(4n-3)(4n+1) 1-5
i S . 1 1 1
sakté. Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar Ts + s + -+ @n—3)@n+D) 4n+1 Nga kétu rrjedh
1 1 1 1

+— ot

{duke shtuar tek dy anét e barazimit (4(n+1)_3)(4(n+1)+1)}. =t G GnD



1 _n 1 1 ( 4+t )_ 4n2+5n+1
GrD-3)@Am+D)+1)  Antl | @rD-@min+)  Antl ' T an+5) T @GniD(dn+5)
n+1@n+1) _ n+1 __ n+1

@ntD@n+5)  nts At DI Vértetuam gqé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit

matematik kemigé E = N.

2n+3 i 3 2143
1 } 1 € E do té thoté 3= 1" qé éshté e
4 431
3 2n+3

sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 5 + 3—2 + -4 3—n =i 13 . Nga kétu rrjedh {duke

n+1
}_+ . +n+1:%_2n+3+ Jﬁj_l_nﬂ

c) ShenOJmeE—{neN|—+ + - +—_%

shtuar tek dy anét e barazimit

3n+1 3n+1 4,371 3n+1 3n+1
3" —6n—9+4n+4 _ 3"?-2n-2-3 _ 3 2m+D+3 . ) P
47;n+1+ ntd — Z 3:“ =z~ (:;nii_ . Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té

induksionit matematik kemi gé E = N.

4. Né kéteé rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N\ {1}. Shénojmé E =
{n €N |2%" = 10p, + 6, p, € N {pra 22" pérfundon me shifrén 6} }. 2 € E do té thoté 2%° = 16
pérfundon me 6, qé éshté e sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 22" = 10p,, + 6,
pérndonjé p,, € N. Nga kétu rrjedh qé 22" = 222" = (22n)2 = (10p, + 6)? = 100p2 + 120p, + 36 =
10(10p2 + 12p,, +3) + 6 = 10p,41 + 6,kup,4; = 10p2 + 12p,, + 3 € N. Vértetuamqé n+ 1 € E. Né
bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N\ {1}.

5. Neé kété rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N\ {1,2,3}. Shénojmé E =
{n € N | jané té sakta relacionet e pikave a), b), ¢) dhe d)}. Lehté provohet se 4 € E pér secilin rast.
Supozojmé tani qé n € E . Kemi:
21 =2.2">2(1+n)=1+n+1D+n>1+(n+1)=>n+1€E.
31 =3.3">3(14+2n)=14+2(n+1)+2+4n>1+2(n+1)>n+1€E
51 =5.5">5(1+4n)=1+4(n+1)+1+16n>1+4(n+1)>n+1€E
4l =g qn >ant =nt 4+ 3nt >t +4nd +6n? +4n+ 1= (n+ 1)* = n+ 1 € E. Kétu kemi shfrytézuar
mosbarazimin 3n* > 4n3 + 6n? + 4n + 1 icili vlen pér cdo numér natyror n > 4. Ky mosbarazim éshté i
sakte pér n > 4 sepse vlejné mosbarazimet evidente n* > 4n3, n* > 6n? dhe n* > 4n + 1. Dukei

mbledhur ané pér ané kéto mosbarazime arrijmé tek mosbarazimi 3n* > 4n3 + 6n? + 4n +1 pér n > 4.

Pér secilin rast vértetuam gé n+1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N\ {1,2,3}.

6. Edhe né kété rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N\ {1}. Shénojmé E =

1 13 .. . .. L -
{neN| m+m+ +— > —} 2 € E dotéthoté m+2—+2 >5a gé éshté e sakté. Supozojmé tani gé
13 .. . .. 1 1 1
n € E. Pra kemi supozuar —— + m +- + — > 4 Nga kétu rrjedh gé Tt + itz + -+ 2D
1 1 1 1 13 1 1 1 13 1 1 13
(m+m+ Tt )+2n+1 iz 1o 28 Vot Yoz w24 2n+1_2n+2_ﬁ+
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. 13
(2n+1)(2n+2) = 24’
Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N\ {1}.

7. Né kété rast do té pérdorim njé formé jostandarte té principit té induksionit matematik. £ € N, 0,1 € E dhe
n—1,n € E pér n € Nimplikojné qé¢ n+ 1 € E, atéheré E = N,.Shénojmé E={n€ Ny |a, =2"+1 }

0,1€E dotéthotéqé ay=2°+1=1+1=2, a; =21 +1=2+1=23 gé éshté e sakté.
Supozojméqén—1,n € E pér n € N.Pra, a,_; = 2" 1+ 1 dhe a, = 2" + 1. Nga kétu kemi qé:
i1 =3, — 20,1 =3-2"+1)—2-(2"14+1)=3:2"—-2"+1=2-2"+1=2""1 +1,

Vértetuam gé n + 1 € E. Nga principi i induksionit matematik kemi E = Nj.

99...9
N n_
8. Do té shfrytézojmé barazimet 222 =2-11--1=2+ 2—=2"- 10 1. Tani kemi:
N — 9 9
n n

O N

1 n
2+22+...+22...2:2.(%4_...4_%) :%-(101+...+10n_n) =
n

-(1+101+---+10”—

n+1
(n+1)) =§-<l° 5 — (n+ 1)) = 2+ (10" - 9n - 10).

0n+1_1
Kemi shfrytézuar barazimin 1 + 101+ -+ 10" = 5 i cili vlen pér ¢do n € N. Ky barazim vértetohet me

metodén e induksionit matematik.

0n+1_1 1 141 _

}. 1€E dotéthote 1+ 10! = 09 1 geéshtée

Shénojmé E ={n € N|1+10 '+ +10"=

10n+1_1
sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 1 + 101 + -+ + 10" = 5 Nga kétu kemi 1 + 10 +
n+1_ qon+1_ (n+1)+1_
e+ 10™ + 107 = % +10m+t =2 109 110 5— Vértetuam qé n + 1 € E. Nga principi i

induksionit matematik kemi E = N.



